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Osnova

formulace problému
transformace lokálńıch soǔradnic
Eulerovy úhly
jednotkové kvaterninony rotace
od pozice k rychlosti

kontaktńı úlohy
bez ťreńı, reformulace na QP
krátce o Coulombovském ťreńı

Přednáška obsahuje 4 videa, jeden p̌ŕıklad a jeden důkaz.



Formulace problému
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Formulace problému

Vztah mezi lokálńım a globálńım systémem

T := [Tx ,Ty ,Tz ]T - poloha těžǐstě v globálńım soǔradnicovém systému,

φ, θ, ψ - Eulerovy úhly rotace.

rglob = T + Rrlok

rlok ∈ R3 soǔradnice bodu v lokálńım systému,

rglob ∈ R3 soǔradnice bodu v globálńım systému.

R ∈ R3,3 matice rotace (z φ, θ, ψ).



Eulerovy úhly rotace
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rlok ∈ R3



Eulerovy úhly rotace
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R1 =

 cosφ − sinφ 0
sinφ cosφ 0

0 0 1


R1rlok



Eulerovy úhly rotace
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R2 =

 1 0 0
0 cos θ − sin θ
0 sin θ cos θ


R2R1rlok



Eulerovy úhly rotace
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R1 =

 cosψ − sinψ 0
sinψ cosψ 0

0 0 1


R3R2R1rlok



Eulerovy úhly rotace

rglob = T + R3R2R1︸ ︷︷ ︸
=:R

rlok

R =

 cosψ cosφ− cos θ sinφ sinψ − sinψ cosφ− cos θ sinφ cosψ sin θ sinφ
cosψ cosφ+ cos θ cosφ sinψ − sinψ sinφ+ cos θ cosφ cosψ − sin θ sinφ

sin θ sinψ sin θ cosφ cos θ


Úloha se měńı v čase (Tx(t),Ty (t),Tz(t), φ(t), θ(t), ψ(t)), tj. okamžitá poloha
bodu v čase t ∈ R+

rglob(t) = T (t) + R(t)rlok



Rychlost

rglob(t) = T (t) + R(t)rlok

Okamžitá rychlost

Okamžitou rychlost źıskáme derivaćı dle t

ṙglob = Ṫ + Ṙrlok

Ṙ =?



Rychlost

R je ortogonálńı, tj.
RTR = I ,

derivaćı
ṘRT + RṘT = 0.

Úpravou
ṘRT = −RṘT

ṘRT = −(ṘRT )

⇒ matice ṘRT je antisymetrická.
Je to matice vektorového součinu.



Matice vektorového součinu

Mějme u = [u1, u2, u3]T ∈ R3, v = [v1, v2, v3]T ∈ R3.
Pak

u×v =

∣∣∣∣∣∣
i j k
u1 u2 u3

v1 v2 v3

∣∣∣∣∣∣ = (u2v3−v2u3)i+(u3v1−u1v3)j+(u1v2−u2v1)k =

 u2v3 − v2u3

u3v1 − u1v3

u1v2 − u2v1


Lze však také maticově

u × v = ũv =

 u2v3 − v2u3

u3v1 − u1v3

u1v2 − u2v1


kde ũ ∈ R3,3 je matice vektorového součinu

ũ :=

 0 −u3 u2

u3 0 −u1

−u2 u1 0

 .
Tato matice je antisymetrická, tj. ũ = −ũT



Rychlost

Označme
˜̇ω := RT Ṙ.

Pak úpravou
˜̇ω = RT Ṙ

R ˜̇ω = RRT Ṙ

R ˜̇ω = Ṙ

Dosazeńım
ṙglob = Ṫ + Ṙrlok
ṙglob = Ṫ + R ˜̇ωrlok
ṙglob = Ṫ + R(ω̇ × rlok)

kde ω̇ = [φ̇, θ̇, ψ̇]T ∈ R3 je úhlová rychlost.



Motivace

rglob = T + Rrlok
ṙglob = Ṫ + R(ω̇ × rlok)

Vyč́ıslit R znamená vyč́ıslit goniometrické funkce.

Jednotkový kvaternion rotace

R3 3 [φ, θ, ψ] := ω ↔ e := [e0, e1, e2, e3] ∈ R4, ‖e‖ = 1

D́ıky této reprezentaci nebude nutno vyč́ıslovat goniometrické funkce.



Kvaternion rotace - motivace

[φ] ↔ [e0, e1]

Polárńı soǔradnice

e

e

0

1

e0 = cosφ
e1 = sinφ



Kvaternion rotace - motivace

[φ, θ] ↔ [e0, e1, e2]

Sférické soǔradnice

e

e

0

2

e1

e0 = sinφ cos θ
e1 = sinφ sin θ
e2 = cosφ



Kvaternion rotace - motivace

[φ, θ, ψ] ↔ [e0, e1, e2, e3]

Kvaternion rotace

e0 = cos
(

1
2
(φ+ θ)

)
cos
(

1
2
ψ
)

e1 = cos
(

1
2
(φ− θ)

)
sin
(

1
2
ψ
)

e2 = sin
(

1
2
(φ− θ)

)
sin
(

1
2
ψ
)

e3 = sin
(

1
2
(φ+ θ)

)
cos
(

1
2
ψ
)



Kvateriony ḿısto Eulerových úhl̊u

Zaved’me matice

E :=

 −e1 e0 −e3 e2

−e2 e3 e0 −e1

−e3 −e2 e1 e0

 = [−e123, ẽ123 + e0I ]

G :=

 −e1 e0 e3 −e2

−e2 −e3 e0 e1

−e3 e2 −e1 e0

 = [−e123,−ẽ123 + e0I ]

kde
e123 = [e1, e2, e3]T , e = [e0, e1, e2, e3]T = [e0, e

T
123]T



Kvateriony ḿısto Eulerových úhl̊u

Plat́ı

Ee =

 −e1 e0 −e3 e2

−e2 e3 e0 −e1

−e3 −e2 e1 e0




e0

e1

e2

e3

 = 0

Ge =

 −e1 e0 e3 −e2

−e2 −e3 e0 e1

−e3 e2 −e1 e0




e0

e1

e2

e3

 = 0



Kvateriony ḿısto Eulerových úhl̊u

Plat́ı

EET =

 −e1 e0 −e3 e2

−e2 e3 e0 −e1

−e3 −e2 e1 e0



−e1 −e2 −e3

e0 e3 −e2

−e3 e0 e1

e2 −e1 e0

 = I ∈ R3

(Matice E má ortonormálńı řádky)

ETE =


−e1 −e2 −e3

e0 e3 −e2

−e3 e0 e1

e2 −e1 e0


 −e1 e0 −e3 e2

−e2 e3 e0 −e1

−e3 −e2 e1 e0

 = I − eeT ∈ R4

Obdobně
GGT = I , GTG = I − eeT



Kvateriony ḿısto Eulerových úhl̊u

Plat́ı (!)

EGT =

 −e1 e0 −e3 e2

−e2 e3 e0 −e1

−e3 −e2 e1 e0



−e1 −e2 −e3

e0 −e3 e2

e3 e0 −e1

−e2 e1 e0


=

 e2
0 − e2

1 − e2
2 − e2

3 2e1e2 − 2e0e3 2e1e3 + 2e0e2

2e1e2 + 2e0e3 e2
0 − e2

1 + e2
2 − e2

3 2e2e3 − 2e1e0

2e1e3 − 2e0e2 2e2e3 + 2e1e0 e2
0 − e2

1 − e2
2 − e2

3


= · · · = R

Obdobně se dá ukázat
EĠT = ĖGT

Pak
Ṙ = ĖGT + EĠT = 2EĠT



Kvateriony ḿısto Eulerových úhl̊u

Pro derivaci kvaterninů plat́ı (dá se ukázat z vlastnost́ı vektorového součinu)

ė =
1

2
ET ω̇

Proto dále budeme popisovat polohu lokálńıch soǔranic v globálńım systému
pomoćı zobecněného vektoru pozice a zobecněného vektoru rychlost́ı

qi :=



Tx

Ty

Tz

e0

e1

e2

e3


∈ R7, vi :=



Ṫx

Ṫy

Ṫz

φ̇

θ̇

ψ̇


∈ R6



Od rychlosti k poloze

Časové schéma

Aproximace derivace diferenćı

q̇(t) := lim
h→0

q(t + h)− q(t)

h
≈ q̇(t) =

q(t + h)− q(t)

h
.

Časové schéma má pak tvar

q(t + h) = q(t) + hq̇(t) ,

kde h ∈ R+ je dostatečně malý časový krok.

S kvaternionem rotace pak

q(t + h) = q(t) + h

[
I 0
0 1

2
ET

]
︸ ︷︷ ︸

=:Q

v(t) .



Algoritmus

Dáno q(0) ∈ R7nb, v(0) ∈ R6nb.

Zvol časový krok h > 0
t := 0

dokud t < tmax

q(t + h) := q(t) + hQv(t)
spočti v(t + h)

t := t + h

konec dokud



Prvńı test

pust’ animaci.



Výpočet rychlosti

Úkolem je tedy nalézt vektor aktuálńı rychlosti v(t), jehož p̌ŕır̊ustek oproti
v(t − h) je závislý na

hmotnosti jednotlivých těles,

působ́ıćıch vněǰśıch silách F (t, q, v),

kontaktech a omezuj́ıćıch podḿınkách.

Mv̇ = FC + Fext M(v(t + h)− v(t)) = h(Fext + FC ) ,

kde

M je zobecněná matice hmotnosti (diagonálńı),

FC je vektor sil vyvolaných omezeńım,

Fext je vektor vněǰśıch sil.

Úpravou
v(t + h) = v(t) + hM−1(Fext + FC )



Vektor vněǰśıch sil - gravitace

Fg = m.g , m = ρ.V

Fext = [0, 0,−Fg , 0, 0, 0]T

Dáno q(0) ∈ R7nb, v(0) ∈ R6nb.

Zvol časový krok h > 0
t := 0

dokud t < tmax

q(t + h) := q(t) + hQv(t)
v(t + h) := v(t) + M−1(Fext + FC )

t := t + h

konec dokud



Druhý test

pust’ daľśı skvělou animaci.



Kontakt a omezeńı

Uvažujme kontakt mezi tělesy TA a TB .

TA

TB
F
A

C F
B



Kontakt a omezeńı

Označme nA(C) jako vněǰśı jednotkovou normálu tělesa TA v bodě kontaktu C
v globálńım soǔradnicovém systému.

Změna pozice těžǐstě

Těleso TA působ́ı na těleso TB silou

FB := γ̄nA(C) ,

kde γ̄ ≥ 0 je neznámá velikost působ́ıćı śıly.
Tato śıla ovlyvńı změnu polohy tělesa TB (složky rychlosti tělesa odpov́ıdaj́ıćı
poloze těžǐstě).

Změna rotace tělesa

Změnu rotace tělesa TB ovlyvňuje krout́ıćı moment

MB := CB × FB ,

kde CB jsou soǔradnice bodu C v lokálńım soǔradnicovém systému tělesa TB .



Kontakt a omezeńı

Úpravou
MB = CB × FB = γ̄(CB × nA(C)) = γ̄C̃BnA(C) .

Naopak na těleso TA působ́ı opačná śıla

FA := −γ̄nA(C) ,

a krout́ıćı moment
MA := CA × FA = −γ̄C̃AnA(C) .



Kontakt a omezeńı

Připomeňme

FC :=


FA

MA

FB

MB

 =


−γ̄nA(C)

−γ̄C̃AnA(C)
γ̄nA(C)

γ̄C̃BnA(C)

 = γ̄D ,

kde

D :=


−nA(C)

−C̃AnA(C)
nA(C)

C̃BnA(C)

 .



Kontakt a omezeńı

Pokud se nám podǎŕı určit velikost působ́ıćı śıly γ̃, pak výslednou změnu
rychlosti lze spoč́ıtat z rovnice

M(v(t + h)− v(t)) = hFext + Dγ ,

kde γ := hγ̄.



Kontakt a omezeńı

Př́ıklad

Uvažujme systém ťŕı těles T(1),T(2),T(3).

T(2)

C

T(1)

T(3)

(2,3)

C(1,2)
C(1,3)



Kontakt a omezeńı

vektor zobecněné polohy q = [qT
(1), q

T
(2), q

T
(3)]

T ∈ R3∗7

vektor zobecněné rychlosti v = [vT
(1), v

T
(2), v

T
(3)]

T ∈ R3∗6.

Hledáme velikosti šesti neznámých sil:

śıla, kterou působ́ı těleso T(1) na těleso T(2),

śıla, kterou působ́ı těleso T(2) na těleso T(1),

śıla, kterou působ́ı těleso T(2) na těleso T(3),

śıla, kterou působ́ı těleso T(3) na těleso T(2),

śıla, kterou působ́ı těleso T(1) na těleso T(3),

śıla, kterou působ́ı těleso T(3) na těleso T(1),

čili hledáme γ = [γ(1,2), γ(2,1), γ(2,3), γ(3,2), γ(1,3), γ(3,1)]
T ∈ R6.



Kontakt a omezeńı

Matice D ∈ R3∗6,6 má blokovou strukturu

D =



−n(1)(C(1,2)) n(2)(C(1,2)) 0

−C̃
(1)
(1,2)

n(1)(C(1,2)) C̃
(1)
(1,2)

n(2)(C(1,2)) 0

n(1)(C(1,2)) −n(2)(C(1,2)) −n(2)(C(2,3))

C̃
(2)
(1,2)

n(1)(C(1,2)) −C̃
(2)
(1,2)

n(2)(C(1,2)) −C̃
(2)
(2,3)

n(2)(C(2,3))

0 0 n(2)(C(2,3))

0 0 C̃
(3)
(2,3)

n(2)(C(2,3))

0 −n(1)(C(1,3)) n(3)(C(1,3))

0 −C̃
(1)
(1,3)

n(1)(C(1,3)) C̃
(1)
(1,3)

n(3)(C(1,3))

n(3)(C(2,3)) 0 0

C̃
(2)
(2,3)

n(3)(C(2,3)) 0 0

−n(3)(C(2,3)) n(1)(C(1,3)) −n(3)(C(1,3))

−C̃
(3)
(2,3)

n(3)(C(2,3)) C̃
(3)
(1,3)

n(1)(C(1,3)) −C̃
(3)
(1,3)

n(3)(C(1,3))





Kontakt a omezeńı

Podḿınku nepronikáńı těles TA a TB popisuje tzv. gap funkce

Φ : R7+7 → R

≈ ”vzdálenost těles”(nejmenš́ı vzdálenost bodů jednoho a druhého tělesa).

Plat́ı

Φ([qA, qB ]) = 0 pokud jsou tělesa v kontaktu,

Φ([qA, qB ]) > 0 pokud tělesa nejsou v kontaktu,

Φ([qA, qB ]) < 0 pokud tělesa ”pronikla do sebe”.

Pro normálové napět́ı v bodě kontaktu plat́ı

pokud jsou tělesa v kontaktu, normálové napět́ı existuje,

pokud tělesa nejsou v kontaktu, normálové napět́ı neexistuje.

Źıskáme podḿınku komplementarity a tedy užit́ım gap funkce lze definovat
podḿınky pro výpočet velikosti působ́ıćıch sil

0 ≤ Φ(q) ⊥ γ ≥ 0 .

⇔ (numericky stabilněǰśı)

0 ≤ 1

h
Φ(q) + DT v(t + h) ⊥ γ ≥ 0 .



Linear complementarity problem

Úkolem je tedy řešit následuj́ıćı problém.

Linear complementarity problem (LCP)

M(v(t + h)− v(t)) = hFext + Dγ (1a)

1

h
Φ(q) + DT v(t + h) ≥ 0 (1b)

1

h
Φ(q) + DT v(t + h) ⊥ γ (1c)

γ ≥ 0 (1d)

Ne.



QP s lineárńım omezeńım

Theorem

Řešeńı optimalizačńı úlohy

min
γ≥0

1

2
γTNγ + rTγ , (2)

kde

N := DTM−1D (3a)

r :=
1

h
Φ + DTM−1k (3b)

k := Mv(t) + h.Fext (3c)

je ekvivalentńı s řešeńım p̊uvodńı úlohy (LCP).



QP s lineárńım omezeńım

D̊ukaz

Lagrangeova funkce má tvar

L(γ, λ) =
1

2
γTNγ + rTγ − λTγ

a odpov́ıdaj́ıćı KKT podḿınky

Nγ + r − λ = 0 (4a)

γ ≥ 0 (4b)

λ ≥ 0 (4c)

γTλ = 0 (4d)

Podḿınky (4b) a (1d) jsou stejné. Z podḿınky (4a) p̌ŕımo plyne

λ = Nγ + r (5)

a spolu s (3a),(3b),(3c) a dosazeńım do (4d) źıskáme

0 = γTλ = γT (Nγ + r)
= γT (DTM−1Dγ + 1

h
Φ + DTM−1k)

= γT (DTM−1Dγ + 1
h

Φ + DTM−1(Mv(t) + h.Fext))
= γT ( 1

h
Φ + DT (v(t) + M−1Dγ + h.M−1Fext))



QP s lineárńım omezeńım

Následně užit́ım (1a) źıskáme

0 = γT (
1

h
Φ + DT (v(t) + M−1Dγ + h.M−1Fext))

což je podḿınka (1c).
Nakonec dosazeńım podḿınky (5) do (4c) lze źıskat

0 ≤ λ = Nγ + r =
1

h
Φ + DT v(t + h) ,

což je podḿınka (1b).



Algoritmus

Dáno q(0) ∈ R7nb, v(0) ∈ R6nb.

Zvol časový krok h > 0
t := 0

dokud t < tmax

q(t + h) := q(t) + hQv(t)

Nalezeni kontakty.

Pokud neexistuj́ı kontakty, polož γ := 0
Pokud existuj́ı kontakty, sestav N, r a vy̌reš optima-

lizačńı problém

v(t + h) := v(t) + M−1(hFext + Dγ)
t := t + h

konec dokud



Třet́ı test

Neflákej se a pust’ daľśı animaci.



Třeńı

Uvažujme (opět) kontakt mezi tělesy TA a TB .
Označme

n ∈ R3 jednotkový normálový vektor kontaktu v globálńıch soǔradnićıch,

u,w ∈ R3 jednotkové směrové vektory kontaktńı roviny v globálńıch
soǔradnićıch.

Očividně {n, u,w} je množina ortonormálńıch vektor̊u (a tvǒŕı bázi tečného
prostoru).

Třećı śılu působ́ıćı v bodě kontaktu na těleso A pak můžeme vyjáďrit jako

F = Fn + FT = γnn + γuu + γww ,

kde

Fn = γnn ∈ R3 je normálová složka ťrećı śıly,

FT = γuu + γww ∈ R3 je tečná složka ťrećı śıly,

γn > 0 je velikost normálové složky ťrećı śıly F ,

γu, γw ∈ R jsou velikosti tečných složek ťrećı śıly F .



Třeńı

Vztah mezi jednotlivými složkami ťrećı śıly popisuje nap̌ŕıklad Coulomb̊uv
model ťreńı.

Coulombův model ťreńı

γn ≥ 0, Φ(q) ≥ 0, Φ(q)γn = 0 , (6a)√
γ2
u + γ2

w ≤ µγn , (6b)

‖vT‖
(
µγn −

√
γ2
u + γ2

w

)
= 0 , (6c)

〈FT , vT 〉 = −‖FT‖.‖vT‖ . (6d)

Objasněme význam jednotlivých rovnic.



Třeńı

γn ≥ 0, Φ(q) ≥ 0, Φ(q)γn = 0

podḿınka komplementarity gap funkce Φ a velikosti normálové složky γn

normálová složka ťrećı śıly je vždy nezáporná (pokud uvažujeme kontakt,
pak těleso A nemůže působit na těleso B silou, která smě̌ruje ”od
tělesa” B),

hodnota gap funkce je vždy nezáporná (vzdálenost těles A a B je
nezáporná),

pokud je normálová složka nenulová, pak je nulová vzdálenost těles,

pokud je vzdálenost těles nenulová, pak je normálová složka ťrećı śıly
nulová,

může nastat situace, že vzdálenost těles je nulová i normálová složka ťrećı
śıly je nulová (tělesa jsou ”v klidu” v kontaktu).



Třeńı

√
γ2
u + γ2

w ≤ µγn

rovnice vztahu mezi velikost́ı normálové složky ťrećı śıly a tečné složky ťrećı śıly,
tj.

‖FT‖ ≤ µ‖FN‖ ,

kde µ ∈ 〈0, 1〉 je koeficient ťreńı takový, že

pokud µ = 1, pak velikost tečné složky ťrećı śıly může být maximálně
rovna velikosti normálové śıly,

pokud µ = 0, pak velikost tečné složky ťrećı śıly je vždy nulová, čili śıla
působ́ı pouze ve směru normály kontaktu a tedy nedocháźı ke ťreńı.



Třeńı

‖vT‖
(
µγn −

√
γ2
u + γ2

w

)
= 0

podḿınka komplementarity mezi velikost́ı rychlosti pohybu tělesa v tečném
směru a dosažeńı maximálńı možné velikosti ťrećı śıly vzhledem k omezeńı
p̌redchoźı rovnićı

pokud nedojde k maximálńı možné velikosti ťrećı śıly vzhledem k µ, tj.
‖FT‖ < µ‖FN‖, pak velikost tečné rychlosti tělesa je nulová.

pokud naopak dojde k maximálńı možné velikosti tečné śıly, pak docháźı k
p̌resmyku a velikost tečné rychlosti může být jakákoliv.



Třeńı

〈FT , vT 〉 = −‖FT‖.‖vT‖

podḿınka směru ťrećı śıly a tečné rychlosti, konkrétně pro úhel mezi těmito
vektory plat́ı

cosϕ =
〈FT , vT 〉
‖FT‖.‖vT‖

= −1, tj. ϕ = −π .

Čili tečná složka ťrećı śıly má opačný směr jako vektor rychlosti p̌resmyku
(kluzná rychlost).



Třeńı

Obdobně jako v úloze bez ťreńı

FA := −γnn − γuu − γww = −Sγ ,
FB := γnn + γuu + γww = Sγ ,

kde
γ := [γn, γu, γw ]T ∈ R3

S := [n, u,w ] ∈ R3,3



Třeńı

MA := CA × F̄A = −CA × (Sγ) = −C̃ASγ ,

MB := CB × F̄B = CB × (Sγ) = C̃BSγ ,

Pak

FC :=


FA

MA

FB

MB

 =


−Sγ

−C̃ASγ
Sγ

C̃BSγ

 = Dγ ,

kde

D :=


−S

−C̃AS
S

C̃BS

 .



Quadratic Cone Complementarity problem

Theorem

Řešeńı optimalizačńı úlohy

min
γ≥Ω

1

2
γTNγ + rTγ ,

kde

N := DTM−1D (7a)

r := [
1

h
Φ, 0, 0]T + DTM−1k (7b)

k := Mv(t) + h.Fext (7c)

(7d)

Ω := Ω1 × · · · × Ωnc (7e)

Ωi := {[x , y , z]T ∈ R3 :
√

y 2 + z2 ≤ µix} (7f)

je ekvivalentńı s řešeńım p̊uvodńı úlohy.



Quadratic Cone Complementarity problem

D̊ukaz

Př́ı̌stě.



Otev̌rené problémy

h =?

efektivńı implementace (GPU)

detekce kontakt̊u

domain decomposition (?)

QP řešič
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